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1. Определение опорных реакций 

∑𝑀𝐴 = 0; 12 + 20  4 + 10   3  5,5 − 𝑅𝐵  7 = 0;  𝑅𝐵 = 36,71 кН   

∑𝑀𝐵 = 0; 12 − 20  3 − 10  3  1,5 + 𝑅𝐴  7 = 0;  𝑅𝐵 = 13,29 кН   

Проверка: ∑𝑌 = 0;  13,29 − 20 − 10  3 + 36,71; 0 = 0. 

2. Дифференциальные уравнения равновесия. 

{

𝜕𝜎𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑋 = 0;

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑌 = 0;

    (1) 

X,Y – интенсивности объемных сил. В нашем 

случае X=Y=0 

3. Участок 1 (𝟎 м ≤ 𝒙 ≤ 𝟒 м). 

3.1. Найдём напряжения по формулам из 

сопротивления материалов и проверим 

выполнение уравнений (1):  

Mc = 0; 

𝑀𝑧 − 13,29x − 12 = 0; 

𝑀𝑧 = (13,29x + 12)кНм; 

y = 0; 𝑄𝑦 − 13,29 = 0; 𝑄𝑦 = 13,29 кН; 

 

{
 
 

 
 𝜎𝑥 =

𝑀𝑧

𝐽𝑧
 𝑦 = (13,29 𝑥 + 12)

𝑦

𝐽𝑧
;

𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥 =
𝑄 𝑆𝑧

𝑤

𝐽𝑧 𝑏
=
13,29

𝐽𝑧 𝑏
 
𝑏

2
(
ℎ2

4
− 𝑦2) =

13,29

2 𝐽𝑧
 (
ℎ2

4
− 𝑦2) ;

 

 

 

𝑆𝑧
𝑤 = 𝑏 (

ℎ

2
− 𝑦)  0,5 (

ℎ

2
+ 𝑦) =

𝑏

2
(
ℎ2

4
− 𝑦2) ; 𝐽𝑧 =

𝑏 ℎ3

12
 

3.2. Проверим, удовлетворяют ли найденные напряжения 

дифференциальным уравнениям равновесия: 

𝜕𝜎𝑥
𝜕𝑥

= 13,29 
𝑦

𝐽𝑧
;  
𝜕𝜏𝑦𝑥

𝜕𝑦
= −

𝑦 13,29

𝐽𝑧
; 
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𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑥
= −

0

𝐽𝑧 2
 (
ℎ2

4
− 𝑦2) ;  

𝜕𝜎𝑦

𝜕𝑦
= 0; 

 

{
13,29 

𝑦

𝐽𝑧
−
13,29 𝑦

𝐽𝑧
≡ 0;−условие выполняется;

0 + 0 ≡ 0 − условие выполняется.

 

4. Участок 2 (𝟒 м ≤ 𝒙 ≤ 𝟕 м)  

4.1. Найдём напряжения по 

формулам из сопротивления 

материалов и проверим выполнение 

уравнений (1):  

 

Mc = 0; 

𝑀𝑧 − 13,29(4 + x) − 12 + 20𝑥 + 10 𝑥 
𝑥

2
= 0; 

𝑀𝑧 = (13,29(4 + x) + 12 − 20x − 5x2)кНм; 

 

y = 0; 𝑄𝑦 − 13,29 + 20 + 10𝑥 = 0; 

𝑄𝑦 = −6,71 − 10𝑥 кН; 

{
 
 

 
 𝜎𝑥 =

𝑀𝑧

𝐽𝑧
 𝑦 = (13,29(4 +  𝑥) + 12 − 20 𝑥 − 5 𝑥2)

𝑦

𝐽𝑧
;

𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥 =
𝑄 𝑆𝑧

𝑤

𝐽𝑧 𝑏
=
(−6,71 − 10 𝑥)

𝐽𝑧 𝑏
 
𝑏

2
(
ℎ2

4
− 𝑦2) =

−(6,71 + 10 𝑥)

2 𝐽𝑧
 (
ℎ2

4
− 𝑦2) ;

 

4.2. Проверим, удовлетворяют ли найденные напряжения 

дифференциальным уравнениям равновесия: 

𝜕𝜎𝑥
𝜕𝑥

= −(6,71 + 10 𝑥) 
𝑦

𝐽𝑧
;  
𝜕𝜏𝑦𝑥

𝜕𝑦
=
𝑦 (6,71 + 10 𝑥)

𝐽𝑧
; 

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑥
= −

10

𝐽𝑧 2
 (
ℎ2

4
− 𝑦2) ;  

𝜕𝜎𝑦

𝜕𝑦
= 0; 

{
 
 

 
 −(6,71 + 10 𝑥) 

𝑦

𝐽𝑧
+
(6,71 + 10 𝑥) 𝑦

𝐽𝑧
≡ 0;−условие выполняется;

−
5

𝐽𝑧
 (
ℎ2

4
− 𝑦2) + 0 ≠ 0 − условие не выполняется.
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4.3 Корректировка решения: 

Пусть 
𝜕𝜎𝑦

𝜕𝑦
≠ 0, тогда: 

−
5

𝐽𝑧
 (
ℎ2

4
− 𝑦2) +

𝜕𝜎𝑦

𝜕𝑦
= 0;  

𝜎𝑦 = ∫
5

𝐽𝑧
 (
ℎ2

4
− 𝑦2)𝑑𝑦 =

5

𝐽𝑧
 (
ℎ2

4
 𝑦 −

𝑦3

3
) + 𝑓(𝑥) 

Произвольную функцию 𝑓(𝑥) найдем из уравнений на поверхности: 

{
𝑋̅ =  𝜎𝑥 𝑙 + 𝜏𝑥𝑦 𝑚;

𝑌̅ = 𝜏𝑥𝑦 𝑙 + 𝜎𝑦 𝑚.
 

Верхняя грань, 𝑦 = −
ℎ

2
→ 𝑙 = 0;𝑚 = −1 

𝑋̅ = 0;  𝑌̅ =
10

𝑏
; 

{

0 =  𝜎𝑥 0 − 1 𝜏𝑥𝑦;

10

𝑏
= 𝜏𝑥𝑦 0 − 1 𝜎𝑦.

 {

𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥 = 0;

𝜎𝑦 = −
10

𝑏
.

 

Нижняя грань, 𝑦 =
ℎ

2
→ 𝑙 = 0;𝑚 = 1; 𝑋̅ = 0; 𝑌̅ = 0 

{
0 =  𝜎𝑥 0 + 1 𝜏𝑥𝑦;

0 = 𝜏𝑥𝑦 0 + 1 𝜎𝑦.
 {
𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥 = 0;

𝜎𝑦 = 0.
 

Из условий на нижней грани:  

𝜏𝑥𝑦 (𝑦 =
ℎ

2
) =

(6,71 + 10 𝑥)

2 𝐽
𝑧

 (
ℎ2

4
− (
ℎ

2
)

2

) = 0 − выполняется 

𝜎𝑦 (𝑦 =
ℎ

2
) =

5

𝐽𝑧
 (
ℎ2

4
 
ℎ

2
−
1

3
(
ℎ

2
)

3

) + 𝑓(𝑥) = 0 → 𝑓(𝑥) = −
10 ℎ3

24 𝐽𝑧
; 

Из условий на верхней грани:  

𝜏𝑥𝑦 (𝑦 = −
ℎ

2
) =

(6,71 + 10 𝑥)

2 𝐽
𝑧

 (
ℎ2

4
− (−

ℎ

2
)

2

) = 0 − выполняется; 
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𝜎𝑦 (𝑦 = −
ℎ

2
) =

5

𝐽𝑧
 (
ℎ2

4
 (−

ℎ

2
) −

1

3
(−

ℎ

2
)

3

) −
10 ℎ3

24 𝐽𝑧
= −

20 ℎ3

24 𝐽𝑧

= −
20 12 ℎ3

24 𝑏 ℎ3
= −

10

𝑏
;−выполняется для прямоуг. сечения. 

5. Построение эпюр внутренних усилий (см. стр. 1). 

6. Построение эпюр 𝝈𝒚 

т.1: 𝜎𝑦 (𝑦 = −
ℎ

2
) = −

10

𝑏
; 

т.2: 𝜎𝑦 (𝑦 = −
ℎ

4
) =

5

𝐽𝑧
 (

ℎ2

4
 (−

ℎ

4
) −

1

3
(−

ℎ

4
)
3
) −

10 ℎ3

24 𝐽𝑧
= −

8,4375

𝑏
; 

т.3: 𝜎𝑦(𝑦 = 0) =
5

𝐽𝑧
 (

ℎ2

4
 0 −

1

3
 0) −

10 ℎ3

24 𝐽𝑧
= −

5

𝑏
; 

т.4: 𝜎𝑦 (𝑦 =
ℎ

4
) =

5

𝐽𝑧
 (

ℎ2

4
 
ℎ

4
−
1

3
(
ℎ

4
)
3
) −

10 ℎ3

24 𝐽𝑧
= −

1,5625

𝑏
; 

т.5: 𝜎𝑦 (𝑦 =
ℎ

2
) =

5

𝐽𝑧
 (

ℎ2

4
 
ℎ

2
−
1

3
(
ℎ

2
)
3
) −

10 ℎ3

24 𝐽𝑧
= 0; 

 

Вывод: напряжения в балке, найденные методами сопротивления 

материалов, удовлетворяют дифференциальным уравнениям равновесия 

только на участках, где не приложены распределённые нагрузки. 
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